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Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè äâóìåðíîé èíòåðïîëÿöèè
â àëãîðèòìå Ãóðóñâàìè�Ñóäàíà ñïèñî÷íîãî äåêîäèðîâàíèÿ êîäîâ Ðèäà�Ñîëîìî-
íà. Ïîêàçàíî, ÷òî îíà ìîæåò áûòü âûïîëíåíà ïóòåì ïåðåìíîæåíèÿ èäåàëîâ
èíòåðïîëÿöèîííûõ ìíîãî÷ëåíîâ, ïîñòðîåííûõ äëÿ îòäåëüíûõ ïîäìíîæåñòâ èí-
òåðïîëÿöèîííûõ òî÷åê. Ïðåäëîæåí ìåòîä áûñòðîãî âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ
íóëüìåðíûõ âçàèìíî ïðîñòûõ èäåàëîâ.

§ 1. Ââåäåíèå
Ñïèñî÷íîå äåêîäèðîâàíèå [1] âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïîçâîëÿåò ïîâûñèòü âåðîÿòíîñòü

óñïåøíîãî äåêîäèðîâàíèÿ äàííûõ ïðè èõ ïåðåäà÷å ïî ñèëüíî çàøóìëåííîìó êàíàëó.
Ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ñïèñî÷íîãî äåêîäèðîâàíèÿ èçâåñòíû òîëüêî äëÿ äîñòàòî÷-
íî óçêîãî êëàññà êîððåêòèðóþùèõ êîäîâ. Àëãîðèòì Ãóðóñâàìè�Ñóäàíà ïîçâîëÿåò
ïðîèçâåñòè ñïèñî÷íîå äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Ðèäà�Ñîëîìîíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðå-
ìÿ, êîòîðîå, îäíàêî, îêàçûâàåòñÿ ÷ðåçìåðíî áîëüøèì äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæå-
íèé. Ïðè ýòîì íàèáîëåå ñëîæíûì øàãîì îêàçûâàåòñÿ ïîñòðîåíèå èíòåðïîëÿöèîí-
íîãî ìíîãî÷ëåíà îò äâóõ ïåðåìåííûõ, ïðîõîäÿùåãî ñ íåêîòîðîé êðàòíîñòüþ ÷åðåç
òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèíÿòûì ñèìâîëàì. Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä
ïîñòðîåíèÿ òàêîãî ìíîãî÷ëåíà, ïîçâîëÿþùèé â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ñíèçèòü ñëîæ-
íîñòü âû÷èñëåíèé.

Ñòàòüÿ îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â �2 ïðèâåäåí êðàòêèé îáçîð àëãîðèò-
ìà Ãóðóñâàìè�Ñóäàíà è ñîîòâåòñòâóþùèõ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ. Ïðåäëàãà-
åìûé ìåòîä èíòåðïîëÿöèè îïèñàí â �3. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñòàòüè ñôîðìóëèðîâàí
â òåîðåìå 2. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà èññëåäóåòñÿ â �4.

§ 2. Ñïèñî÷íîå äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Ðèäà�Ñîëîìîíà
2.1. Àëãîðèòì Ãóðóñâàìè�Ñóäàíà. (n, k + 1, n− k)-êîäîì Ðèäà�Ñîëîìîíà íàä êî-

íå÷íûì ïîëåì F íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âåêòîðîâ âèäà

(f(x1), . . . , f(xn)),

ãäå f(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå áîëåå k ñ êîýôôèöèåíòàìè èç F, xi � ðàçëè÷íûå
ýëåìåíòû F. Ñïèñî÷íîå äåêîäèðîâàíèå ñîñòîèò â íàõîæäåíèè äëÿ ëþáîãî âåêòîðà
Y = (y1, . . . , yn) âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ (è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì êîäîâûõ ñëîâ) f (j)(x),
òàêèõ ÷òî deg f (j)(x) ≤ k, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ âåêòîðîì Y íå ìåíåå ÷åì
â τ ïîçèöèÿõ, ò.å.

∣∣{i | f (j)(xi) = yi}
∣∣ ≥ τ . Ïàðàìåòðû n è k áóäóò äàëåå ïîëàãàòüñÿ

ôèêñèðîâàííûìè.
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Îñíîâíàÿ èäåÿ àëãîðèòìà Ãóðóñâàìè�Ñóäàíà [2] ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè òàêîãî
ìíîãî÷ëåíà Q(x, y), ÷òî ðåøåíèÿ çàäà÷è ñïèñî÷íîãî äåêîäèðîâàíèÿ ìîãóò áûòü íàé-
äåíû ñðåäè åãî ôóíêöèîíàëüíûõ êîðíåé f (j)(x), òàêèõ ÷òî Q(x, f (j)(x)) = 0, j =
= 1, . . . , u, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîìíîæèòåëÿì â ðàçëîæåíèè Q(x, y) = (y − f (1)(x))
(y − f (2)(x)) . . . (y − f (u)(x))Q′(x, y). Óâåëè÷åíèå ðàçìåðà ñïèñêà òðåáóåò óâåëè÷å-
íèÿ ÷èñëà ñîìíîæèòåëåé u â ýòîì ðàçëîæåíèè, ÷òî ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ÷èñëà
òî÷åê (xi, yi), â êîòîðûõ îäíîâðåìåííî îáðàùàþòñÿ â íóëü íåñêîëüêî ñîìíîæèòå-
ëåé (y − f (j)(x)). Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðèõîäèòñÿ ñòðîèòü ìíîãî÷ëåí Q(x, y) ñ êðàòíûìè
êîðíÿìè.

Îïð å ä å ë å í è å 1. j-é ïðîèçâîäíîé Õàññå g[j](x0) ìíîãî÷ëåíà g(x) =
t∑

i=0

gix
i â

òî÷êå x0 íàçûâàåòñÿ j-é êîýôôèöèåíò �ñäâèíóòîãî� ìíîãî÷ëåíà g(x+x0) =
t∑

i=0

g′ix
i.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, g[j](x0) =
1
j!

g(j)(x0), ãäå g(j)(x) � îáû÷íàÿ ôîðìàëüíàÿ ïðîèçâîä-
íàÿ ìíîãî÷ëåíà g(x).

Ýòî îïðåäåëåíèå ìîæåò áûòü îáîáùåíî íà ñëó÷àé ìíîãî÷ëåíîâ îò áîëüøåãî ÷èñëà
ïåðåìåííûõ. Ìíîãî÷ëåí èìååò êîðåíü êðàòíîñòè r â íåêîòîðîé òî÷êå z, åñëè âñå åãî
ïðîèçâîäíûå Õàññå îáùåãî ïîðÿäêà ìåíåå r â ýòîé òî÷êå ðàâíû íóëþ. Äàëåå ýòî
áóäåò ñîêðàùåííî îáîçíà÷àòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: A(z) = 0r.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2. (a, b)-âçâåøåííàÿ ñòåïåíü îäíî÷ëåíà cxiyj ðàâíà ai + bj,
à (a, b)-âçâåøåííàÿ ñòåïåíü wdeg(a,b)Q(x, y) ìíîãî÷ëåíà Q(x, y) ðàâíà ìàêñèìóìó
(a, b)-âçâåøåííûõ ñòåïåíåé åãî íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ.

Âçâåøåííàÿ ñòåïåíü ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ óïîðÿäî÷åíèÿ ÷ëåíîâ ìíî-
ãî÷ëåíà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ãðàäóèðîâàííûì ëåêñèêîãðàôè÷åñêèì óïîðÿäî÷åíèåì
cxiyj ≺ dxpyq ⇔ (ai + bj < ap + bq) ∨ (ai + bj = ap + bq) ∧ (cxiyj ≺lex dxpyq). Ëåê-
ñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: cxiyj ≺lex dxpyq ⇔
⇔ (j < q) ∨ (j = q) ∧ (i < p). Ñòàðøèì ÷ëåíîì LT Q(x, y) ìíîãî÷ëåíà Q(x, y) =
=

∑
qijx

iyj íàçûâàåòñÿ arg max
qij 6=0

qijx
iyj . Ìíîãî÷ëåíû îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ìî-

ãóò áûòü óïîðÿäî÷åíû ïî èõ ñòàðøåìó ÷ëåíó. Â äàëüíåéøåì, åñëè íå óêàçàíî èíîå,
ïîä âçâåøåííîé ñòåïåíüþ ìíîãî÷ëåíà áóäåò ïîíèìàòüñÿ åãî (1, k)-âçâåøåííàÿ ñòå-
ïåíü. Îíà æå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ óïîðÿäî÷åíèÿ îäíî÷ëåíîâ.

Àëãîðèòì Ãóðóñâàìè�Ñóäàíà âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñëåäóþùèå øàãè:
1. Ïîñòðîåíèå ìíîãî÷ëåíà Q(x, y), òàêîãî ÷òî wdeg(1,k)Q(x, y) ≤ l, è òî÷êè (xi, yi)

ÿâëÿþòñÿ åãî êîðíÿìè êðàòíîñòè r:

Q[j1,j2](xi, yi) = 0, j1 + j2 < r, i = 1, . . . , n. (1)

2. Ïîèñê âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ f (j)(x), òàêèõ ÷òî deg f (j)(x) ≤ k è Q(x, f (j)(x)) = 0.
Ïîñòðîåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ èì êîäîâûõ ñëîâ è âûáîð òåõ èç íèõ, êîòîðûå îòëè-
÷àþòñÿ îò âåêòîðà Y ìåíåå ÷åì â τ ïîçèöèÿõ.

Äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè àëãîðèòìà, à òàêæå âûðàæåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ïà-
ðàìåòðû l, r, τ, k, n, ïðèâåäåíû â [2]. Òàì æå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáîáùåíèå ýòîãî ìåòîäà
íà ñëó÷àé âçâåøåííîé èíòåðïîëÿöèè, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà äëÿ �ìÿãêî-
ãî� äåêîäèðîâàíèÿ êîäîâ Ðèäà�Ñîëîìîíà [3]. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ çäåñü ýòîò
ñëó÷àé ðàññìàòðèâàòüñÿ íå áóäåò.

2.2. Ïîñòðîåíèå èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà. Ïîñòðîåíèå ìíîãî÷ëåíà Q(x, y),
óäîâëåòâîðÿþùåãî n

r(r + 1)
2

ñîîòíîøåíèÿì (1), ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ÷àñò-
íûé ñëó÷àé èíòåðïîëÿöèè Ýðìèòà. Òàê êàê ýòè ñîîòíîøåíèÿ ëèíåéíû îòíîñèòåëüíî
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êîýôôèöèåíòîâ Q(x, y), çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîãî ìåòî-
äà Ãàóññà. Îäíàêî ñëîæíîñòü äàííîãî àëãîðèòìà ïðîïîðöèîíàëüíà òðåòüåé ñòåïåíè
÷èñëà óðàâíåíèé, ÷òî äåëàåò åãî ïðàêòè÷åñêè íå ïðèìåíèìûì.

Áîëåå ýôôåêòèâíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ìíîãî÷ëåíà Q(x, y), íîñÿùèé íàçâàíèå
èòåðàòèâíîãî èíòåðïîëÿöèîííîãî àëãîðèòìà (ÈÈÀ), áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòå [4].
Îí ñîñòîèò â òîì, ÷òî âìåñòî ïîñòðîåíèÿ îäíîãî ìíîãî÷ëåíà, óäîâëåòâîðÿþùåãî
âûøåïðèâåäåííûì óñëîâèÿì, ñòðîèòñÿ ρ + 1 èíòåðïîëÿöèîííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòå-
ïåíè ïî y íå áîëåå ρ. Âåëè÷èíà ρ âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû èñêîìûé ìíîãî÷ëåí ñ
wdeg(1,k)Q(x, y) ≤ l ãàðàíòèðîâàííî ïðèñóòñòâîâàë ñðåäè ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ. Äàí-
íûé àëãîðèòì ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàí ñëåäóþùèì îáðàçîì [5]. Ïðåäñòàâèì
âåêòîð ìíîãî÷ëåíîâ Qj(x, y) =

ρ∑
i=0

qij(x)yi, j = 0, . . . , ρ, â âèäå YQ(x), ãäå Y =

= (y0, y1, . . . , yρ), à Q(x) = ||qij(x)|| � íåêîòîðûé ìàòðè÷íûé ìíîãî÷ëåí. Íà íà÷àëü-
íîì ýòàïå ïîëîæèì Q(x) = I. Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî îáðàáàòûâàòü èíòåðïîëÿöè-
îííûå òî÷êè (xi, yi) è ñîîòâåòñòâóþùèå èì óðàâíåíèÿ (1), íà êàæäîì øàãå óìíîæàÿ
Q(x) ñïðàâà íà ìàòðèöó âèäà

∆(i,j1,j2) =




1 0 . . . 0 . . . 0
0 1 . . . 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

− ∆0

∆j0

− ∆1

∆j0

. . . x− xi . . . − ∆ρ

∆j0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 . . . 1




,

ãäå ∆j = Q
[j1,j2]
j (xi, yi), j0 = arg min

j:∆j 6=0
Qj(x, y), ïðè÷åì ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí

îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâå ãðàäóèðîâàííîãî ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî óïîðÿäî÷åíèÿ. Ýëå-
ìåíò x− xi ðàñïîëàãàåòñÿ â ñòîëáöå j0 è ñòðîêå j0. Óìíîæåíèå íà äàííóþ ìàòðèöó
ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïðîèçâîäíûå Õàññå ïîðÿäêà [j1, j2] âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ Qj(x, y)
â òî÷êå (xi, yi) îáðàùàþòñÿ â íóëü. Ïîñëå îáðàáîòêè âñåõ èíòåðïîëÿöèîííûõ òî÷åê
ìíîãî÷ëåíû Qj(x, y) áóäóò óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì (1), à èõ ñòàðøèå ÷ëåíû áó-
äóò èìåòü âèä LTQj(x, y) = xij yj , j = 0, . . . , ρ, ïðè÷åì ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé ij áóäóò
ìèíèìàëüíî âîçìîæíûìè. Ñðåäè ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ äîëæåí áûòü âûáðàí ìíîãî÷ëåí
ñ íàèìåíüøåé âçâåøåííîé ñòåïåíüþ, êîòîðûé è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è èíòåðïî-
ëÿöèè.

Ñëîæíîñòü äàííîãî àëãîðèòìà ìîæåò áûòü îöåíåíà êàê O(nr2C), ãäå C � îá-
ùàÿ ñëîæíîñòü îïåðàöèé, âûïîëíÿåìûõ ïðè îáðàáîòêå êàæäîãî óðàâíåíèÿ (1). Îíà
ïðîïîðöèîíàëüíà ÷èñëó ÷ëåíîâ â ìíîãî÷ëåíàõ Qj(x, y), êîòîðîå óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðî-
ñòîì ÷èñëà îáðàáîòàííûõ óðàâíåíèé. Òàêèì îáðàçîì, C = O(ρnr2) è ñëîæíîñòü
îïèñàííîãî èòåðàòèâíîãî èíòåðïîëÿöèîííîãî àëãîðèòìà ñîñòàâëÿåò O(n2r5). Äëÿ
âûñîêîñêîðîñòíûõ êîäîâ ñëîæíîñòü ìîæåò áûòü ñíèæåíà ïóòåì âû÷èòàíèÿ èç âåê-
òîðà Y êîäîâîãî ñëîâà, ñîâïàäàþùåãî ñ Y â êàêèõ-ëèáî k + 1 ñèìâîëàõ [6]. Ýòî
ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ìàòðèö ∆(i,j1,j2) ñòàíîâèòñÿ íåçàâèñèìîé
îò ïðèíÿòîãî âåêòîðà, ÷òî ïîçâîëÿåò âûïîëíèòü ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿ çàðà-
íåå. Áîëåå òîãî, ìîäèôèöèðîâàííàÿ çàäà÷à ñïèñî÷íîãî äåêîäèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü
ðåøåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîãî÷ëåíà Q(x, y) ñ ìåíüøèì ÷èñëîì êîýôôèöèåíòîâ. Ðå-
øåíèå èñõîäíîé çàäà÷è ñïèñî÷íîãî äåêîäèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü ëåãêî âîññòàíîâëåíî
èç ðåøåíèÿ ìîäèôèöèðîâàííîé çàäà÷è.

2.3. Ïîèñê ôóíêöèîíàëüíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà. Âòîðîé øàã àëãîðèòìà Ãóðóñâà-
ìè�Ñóäàíà òðåáóåò íàõîæäåíèÿ âñåõ f (j)(x), òàêèõ ÷òî Q(x, f (j)(x)) = 0, degf (j)(x) ≤
≤ k. Ýôôåêòèâíûé ñïîñîá ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è áûë ïðåäëîæåí â [7]. Äàííûé àë-
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ãîðèòì ïîçâîëÿåò íàéòè êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ f (j)(x) =
∑

i

fjix
i â ïîðÿäêå

âîçðàñòàíèÿ i îäíîâðåìåííî äëÿ âñåõ j. Êîýôôèöèåíòû fj0 ìîãóò áûòü íàéäåíû
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîäåëèì Q(x, y) íà ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ ñòåïåíü x. Òîãäà
èç Q(x, f (j)(x)) = 0 ñëåäóåò, ÷òî Q(0, fj,0) = Q(0, f (j)(0)) = 0. Ïðèìåíÿÿ ñòàíäàðò-
íûå ìåòîäû ïîèñêà êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé, èç ýòîãî óðàâíåíèÿ
ìîæíî íàéòè âñå çíà÷åíèÿ fj,0. Òîãäà 0 = Q(x, f (j)(x)) = Q(x, fj,0 + xf̃ (j)(x)) =
= Q(j)(x, f̃ (j)(x)). Êîýôôèöèåíòû f̃ (j)(x) (ò.å. îñòàâøèåñÿ êîýôôèöèåíòû f (j)(x))
ìîãóò áûòü íàéäåíû èç Q(j)(x, y) = Q(x, fj,0 + xy) àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Ñëîæ-
íîñòü äàííîãî ìåòîäà ñîñòàâëÿåò O((k + 1)nρ log2 ρ) îïåðàöèé, ÷òî íàìíîãî ìåíüøå
ñëîæíîñòè èíòåðïîëÿöèîííîãî øàãà.

§ 3. Áûñòðàÿ èíòåðïîëÿöèÿ
Îäíèì èç ñòàíäàðòíûõ ïðèåìîâ ñíèæåíèÿ ñëîæíîñòè çàäà÷, âêëþ÷àþùèõ â ñåáÿ

ïîñëåäîâàòåëüíóþ îáðàáîòêó íåêîòîðûõ îáúåêòîâ, ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà
îáúåêòîâ íà íåñêîëüêî ãðóïï è íåçàâèñèìàÿ îáðàáîòêà êàæäîé èç íèõ ñ ïîñëåäóþ-
ùèì îáúåäèíåíèåì ðåçóëüòàòîâ. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáðàáîòêà íåñêîëü-
êèõ íåáîëüøèõ ãðóïï îáúåêòîâ ñóùåñòâåííî ïðîùå îáðàáîòêè îäíîé áîëüøîé ãðóï-
ïû, à ñëîæíîñòü îáúåäèíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ äîñòàòî÷íî ìàëà. Â äàííîì ïàðàãðàôå
ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ýòîãî ïîäõîäà ê çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííî-
ãî ìíîãî÷ëåíà, óäîâëåòâîðîÿþùåãî (1). Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì
ìåòîäà, ïðåäëîæåííîãî â [5].

3.1. Èäåàë èíòåðïîëÿöèîííûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ïóñòü V = {(xi, yi) | i = 1, . . . , n} �
ìíîæåñòâî èíòåðïîëÿöèîííûõ òî÷åê. Ìîæíî ïîêàçàòü [5], ÷òî ëþáîé ìíîãî÷ëåí
Q(x, y) ñî ñòåïåíüþ ïî y íå âûøå ρ, óäîâëåòâîðÿþùèé (1), ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-

ëåí â âèäå Q(x, y) =
ρ∑

j=0

Qj(x, y)pj(x), ãäå Qj(x, y) � ìíîãî÷ëåíû, êîíñòðóèðóåìûå

èòåðàòèâíûì èíòåðïîëÿöèîííûì àëãîðèòìîì äëÿ íàáîðà òî÷åê V , è pj(x) ∈ F[x].
Òàêèì îáðàçîì, ýòè ìíîãî÷ëåíû îáðàçóþò áàçèñ ìîäóëÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ ìíîãî-
÷ëåíîâ M(V ) =

{
Q(x, y) | wdeg(0,1)Q(x, y) ≤ ρ, äëÿ âñåõ Q(xi, yi) = 0r (xi, yi) ∈

∈ V
}
. Ââåäåì òàêæå â ðàñìîòðåíèå èäåàë èíòåðïîëÿöèîííûõ ìíîãî÷ëåíîâ I(V ) =

= 〈Q0(x, y), . . . , Qρ(x, y)〉 =





ρ∑

j=0

Qj(x, y)pj(x, y)
∣∣∣pj(x, y) ∈ F[x, y]



 ⊃ M(V ).

ßñíî, ÷òî èçìåíåíèå ïîðÿäêà îáðàáîòêè èíòåðïîëÿöèîííûõ òî÷åê (xi, yi) â èòåðà-
òèâíîì èíòåðïîëÿöèîííîì àëãîðèòìå ïðèâîäèò ê ýêâèâàëåíòíûì ðåçóëüòàòàì. Ýòî
ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò ïðåäëîæèòü ñëåäóþùèé ïîäõîä [5]. Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî èíòåð-
ïîëÿöèîííûõ òî÷åê V íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà V0, V1. Ïî êàæäîìó
èç íèõ ïîñòðîèì êàêèì-ëèáî îáðàçîì íàáîð áàçèñíûõ ìíîãî÷ëåíîâ Q

(s)
j (x, y), s =

= 0, 1, äëÿ ìîäóëåé M(V0) è M(V1). Òîãäà âñÿêèé ìíîãî÷ëåí Q(x, y) èç ìîäóëÿ M(V )

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå Q(x, y) =
ρ∑

j=0

Q
(0)
j (x, y)p(0)

j (x) =
ρ∑

j=0

Q
(1)
j (x, y)p(1)

j (x).

Òàêèì îáðàçîì, Q(x, y) ∈ M(V0)∩M(V1). Òàê êàê èäåàëû I(Vs) ÿâëÿþòñÿ íàäìíîæå-
ñòâàìè ìîäóëåé M(Vs), ñïðàâåäëèâî òàêæå Q(x, y) ∈ I(V1)∩ I(V2). Îäíàêî îêàçûâà-
åòñÿ, ÷òî àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ èäåàëîâ è ìîäóëåé âåñüìà ñëîæíû [8].

Çàìåòèì, ÷òî det∆(i,j1,j2) = δi,j1,j2(x−xi), δi,j1,j2 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, íàä ëþáûì
ðàñøèðåíèåì èñõîäíîãî ïîëÿ F ìàòðè÷íûé ìíîãî÷ëåí Q(x), ïîëó÷åííûé êàê ïðî-
èçâåäåíèå íåñêîëüêèõ ∆(i,j1,j2), áóäåò âûðîæäåí òîëüêî ïðè x = xi [9]. Áîëåå òî÷íî,
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îïðåäåëèòåëü Q(x) ðàâåí

detQ(x) =
n∏

i=1

(x− xi)r(r+1)/2. (2)

Ëåâîå íóëåâîå ïðîñòðàíñòâî ìàòðèöû Q(xi) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì. Ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

{Y = (1, y, y2, . . . , yρ) | YQ(xi) = 0
}
ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì,

ò.å. ìíîæåñòâî òî÷åê (x, y), â êîòîðûõ âñå Qj(x, y) îäíîâðåìåííî îáðàùàþòñÿ â íóëü,
êîíå÷íî. Ýòî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ èñ-
õîäíîãî ïîëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, èäåàë 〈Q0(x, y), . . . , Qρ(x, y)〉 ÿâëÿåòñÿ íóëüìåðíûì [8].
Êðîìå òîãî, {(x, y) | Q(x, y) = 0, Q(x, y) ∈ I(V )} = V . Åñëè V1 ∩ V2 = ∅, òî èäåàëû
I(V1) è I(V2) âçàèìíî ïðîñòû, ò.å. I(V1)+I(V2) = {Q(1)(x, y)+Q(2)(x, y) | Q(1)(x, y) ∈
∈ I(V1), Q(2)(x, y) ∈ I(V2)} = F[x, y]. Â ýòîì ñëó÷àå èç êèòàéñêîé òåîðåìû îá îñòàò-
êàõ ñëåäóåò, ÷òî ïåðåñå÷åíèå èäåàëîâ ñîâïàäàåò ñ èõ ïðîèçâåäåíèåì [10]. Ïðîèçâåäå-

íèåì èäåàëîâ I1 è I2 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî I1I2 =

{
m∑

t=1

Pt(x, y)St(x, y) | Pt(x, y) ∈ I1,

St(x, y) ∈ I2, m ≥ 0

}
. Â äàííîì ñëó÷àå ýòîò èäåàë ìîæåò áûòü ïîðîæäåí â âèäå [8]

I(V1)I(V2) =
〈
Q(1)

u (x, y)Q(2)
v (x, y), u, v = 0, . . . , ρ

〉
. (3)

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííûé òàêèì îáðàçîì áàçèñ èäåàëà ìîæåò íå ñî-
äåðæàòü èñêîìîãî èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà. Äëÿ åãî íàõîæäåíèÿ ìîæåò ïî-
òðåáîâàòüñÿ îáðàùåíèå ê àëãîðèòìó Áóõáåðãåðà íàõîæäåíèÿ áàçèñà Ãð¼áíåðà èäåà-
ëà I(V1)I(V2), êîòîðûé ãàðàíòèðîâàííî ñîäåðæèò ìèíèìàëüíûé èíòåðïîëÿöèîííûé
ìíîãî÷ëåí [11, 8]. Êðîìå òîãî, áàçèñ (3) ñîäåðæèò (ρ + 1)2 ýëåìåíòîâ, ÷òî íàìíîãî
áîëüøå, ÷åì ÷èñëî ýëåìåíòîâ â áàçèñå, ïîðîæäàåìîì èòåðàòèâíûì èíòåðïîëÿöèîí-
íûì àëãîðèòìîì. Ýòî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïåðåìíîæåíèå èäåàëîâ ïî êëàñ-
ñè÷åñêîìó ïðàâèëó (3) ñ ïîñëåäóþùèì íàõîæäåíèåì áàçèñà Ãð¼áíåðà íå ÿâëÿåòñÿ
îïòèìàëüíûì ïîäõîäîì.

3.2. Ïîðîæäàþùèå ôóíêöèè áàçèñà èäåàëà. Ñíèæåíèå ñëîæíîñòè èíòåðïîëÿ-
öèîííîãî øàãà ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî çà ñ÷åò áîëåå ïîëíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ñâîéñòâ
èäåàëîâ èíòåðïîëÿöèîííûõ ìíîãî÷ëåíîâ, ïîñòðîåííûõ äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîäìíî-
æåñòâ V . Çäåñü áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ñëó÷àé ìíîãî÷ëåíîâ îò äâóõ ïåðåìåííûõ,
îäíàêî ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ìîæåò áûòü ðàñøèðåí íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà
ïåðåìåííûõ.

Îïð å ä å ë å í è å 3 (ñì. [12]). Ïóñòü D[j1,j2] � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, ñî-
îòâåòñòâóþùèé âû÷èñëåíèþ ïðîèçâîäíîé Õàññå ïîðÿäêà j1 ïî ïåðåìåííîé x è ïî-
ðÿäêà j2 ïî y. Ïóñòü

σxlym(D[j1,j2]) =
{

D[j1−l,j2−m], j1 ≥ l ∧ j2 ≥ m,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïîäìíîæåñòâî G ìíîæåñòâà äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ D íàçûâàåòñÿ çàìê-
íóòûì, åñëè σxlym(δ) ∈ G äëÿ ëþáîé ïàðû (l,m) ∈ N2 è ëþáîãî δ ∈ G.

Çàìåòèì, ÷òî â ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè èñïîëüçóåòñÿ çàìêíóòîå ìíî-
æåñòâî ïðîèçâîäíûõ Õàññå D[j1,j2], ãäå j1 + j2 < r.

Ò å î ð åì à 1 ([12, òåîðåìà 2.8]). Âñÿêèé íóëüìåðíûé èäåàë I ⊂ F[x, y] îäíîçíà÷-
íî îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì òî÷åê t1, . . . , tn èç F2, êàæäîé èç êîòîðûõ ñîïîñòàâëåíî
çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî Gi = spanF(δi,1, . . . , δi,si) ⊂ spanF(D), òàêîå ÷òî f ∈ I
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òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ i, j âûïîëíÿåòñÿ δij(ti)(f) = 0, ãäå δij(ti)(f)
ðàâíî çíà÷åíèþ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà δij, ïðèìåíåííîãî ê f â òî÷êå ti.

Ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò çàìåíèòü èññëåäîâàíèå èäåàëîâ èññëåäîâàíèåì ìíîæåñòâà
òî÷åê, â êîòîðûõ ýëåìåíòû èäåàëîâ îáðàùàþòñÿ â íóëü, è ïîâåäåíèÿ ïðîèçâîäíûõ
Õàññå â ýòèõ òî÷êàõ.

Îïð å ä å ë å í è å 4. Ïóñòü {Q0(x, y), . . . , Qρ(x, y)} ⊂ F[x, y] � êàêîé-ëèáî áàçèñ
èäåàëà I. Åãî ïîðîæäàþùåé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí Q(x, y, z) =

=
ρ∑

i=0

Qi(x, y)zi.

Ìíîæåñòâî íóëåé ïîðîæäàþùåé ôóíêöèè áàçèñà èäåàëà I âêëþ÷àåò â ñåáÿ
V (I) × F, ãäå V (I) � àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå (ìíîæåñòâî íóëåé) èäåàëà I, à òàêæå
íåêîòîðûå äðóãèå òî÷êè, çàâèñÿùèå îò èñïîëüçîâàííîãî áàçèñà è ïîðÿäêà ýëåìåíòîâ
â íåì.

Ò å î ð åì à 2. Ïóñòü Is =
〈
Q

(s)
0 (x, y), . . . , Q(s)

ρ (x, y)
〉
, s = 0, 1, � íóëüìåðíûå âçà-

èìíî ïðîñòûå èäåàëû. Òîãäà èäåàëû

I ′ =

〈
ρ∑

j=0

Q
(0)
i−j(x, y)Q(1)

j (x, y), i = 0, . . . , 2ρ

〉
(4)

è I = I0I1 ñîâïàäàþò.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî áàçèñ èäåàëà I ′, óêàçàííûé â óñëîâèè òåîðå-

ìû, ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâåäåíèþ (ëèíåéíîé ñâåðòêå) ïîðîæäàþùèõ ôóíêöèé áàçè-
ñîâ I1 è I2. Ïóñòü V (Is) = {(xi, yi)} � ìíîæåñòâî íóëåé èäåàëà Is, à Gi � ñîîòâåòñòâó-
þùèå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà àííóëèðóþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Òîãäà
äëÿ ëþáîé òî÷êè (xi, yi) ∈ Vs ïîðîæäàþùàÿ ôóíêöèÿ áàçèñà èäåàëà Is ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå

Q(s)(x, y, z) =
∑

l

Q
(s)
l (x, y)zl =

∑

(j1,j2):D[j1,j2] /∈Gi

(x− xi)j1(y − yi)j2P
(s)
i,j1,j2

(z),

ãäå P
(s)
i,j1,j2

(z) � íåêîòîðûå ìíîãî÷ëåíû, òàêèå ÷òî P
(s)
i,j1,j2

(z) 6= 0. Òàê êàê èäåàëû Is,
s = 0, 1, âçàèìíî ïðîñòû, èç (xi, yi) ∈ Vs ñëåäóåò Q(1−s)(xi, yi, z) 6= 0. Ïåðåìíîæàÿ
ïîðîæäàþùèå ôóíêöèè, ïîëó÷èì

Q(x, y, z)=
∑

(j1,j2):D[j1,j2] /∈Gi

(x−xi)j1(y−yi)j2P
(s)
i,j1,j2

(z)Q(1−s)(x, y, z), (xi, yi)∈Vs, (5)

äëÿ s = 0, 1, ïðè÷åì P
(s)
i,j1,j2

(z)Q(1−s)(xi, yi, z) 6= 0, (xi, yi) ∈ Vs. Òàêèì îáðàçîì,
àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü êîðíåé âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ â I ′ òàêàÿ æå, êàê è ó èñõîäíûõ
èäåàëîâ. Ñëåäîâàòåëüíî,

Q ∈ I ′ ⇔ (∀(xi, yi) ∈ V0 ∪ V1) δij(xi, yi)(Q) = 0, (6)

ãäå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû δij â òî÷íîñòè òå æå, ÷òî è äëÿ èäåàëîâ I0 è I1.
Òàê êàê âñå ïàðû Q

(0)
i (x, y)Q(1)

j (x, y), èñïîëüçóåìûå â êëàññè÷åñêîì ìåòîäå ïåðåìíî-
æåíèÿ èäåàëîâ (3), ïðèíàäëåæàò êàê I0, òàê è I1, îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (6).
Ñëåäîâàòåëüíî, îíè ïðèíàäëåæàò I ′, ò.å. I ⊂ I ′. Âêëþ÷åíèå I ′ ⊂ I î÷åâèäíî. N

Âûðàæåíèå (4) ïîçâîëÿåò íå òîëüêî ñîêðàòèòü ðàçìåð áàçèñà ïðîèçâåäåíèÿ èäå-
àëîâ, íî è âîñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ åãî ïîñòðîåíèÿ èçâåñòíûìè áûñòðûìè àëãîðèòìàìè
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ëèíåéíîé ñâåðòêè [13, 14]. Íàñêîëüêî èçâåñòíî àâòîðó, çàäà÷à áûñòðîãî âû÷èñëåíèÿ
ïðîèçâåäåíèÿ èäåàëîâ äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íå ðàññìàòðèâàëàñü.

3.3. Âîññòàíîâëåíèå èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà. Àëãîðèòì Ãóðóñâàìè�Ñó-
äàíà òðåáóåò íàõîæäåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà Q(x, y), òàêîãî ÷òî
wdeg(1,k)Q(x, y) ≤ l. Èçâåñòíî, ÷òî áàçèñ Ãð¼áíåðà âñåãäà ñîäåðæèò ìèíèìàëüíûé
èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí [11]. Åñëè áàçèñ Ãð¼áíåðà áûë ïîñòðîåí ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ãðàäóèðîâàííîãî ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî óïîðÿäî÷åíèÿ, ýòîò ìíîãî÷ëåí äîëæåí
óäîâëåòâîðÿòü îãðàíè÷åíèþ íà âçâåøåííóþ ñòåïåíü, íàêëàäûâàåìîìó àëãîðèòìîì
Ãóðóñâàìè�Ñóäàíà. Òàêèì îáðàçîì, áàçèñ (4) äîëæåí áûòü ïðåîáðàçîâàí â áàçèñ
Ãð¼áíåðà. Â îáùåì ñëó÷àå ýòî òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà Áóõáåðãåðà, ñëîæ-
íîñòü êîòîðîãî äîñòàòî÷íî âåëèêà. Íåäîñòàòêîì ïðåäëîæåííîãî âûøå ìåòîäà ïå-
ðåìíîæåíèÿ èäåàëîâ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äàæå åñëè èñõîäíûå áàçèñû ïåðåìíîæàåìûõ
èäåàëîâ áûëè áàçèñàìè Ãð¼áíåðà, áàçèñ, ïîñòðîåííûé ïî ïðàâèëó (4), òàêîâûì â
îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî èñõîäíîé çàäà÷åé ÿâëÿëîñü íàõîæäåíèå áàçèñà ìîäóëÿ èíòåð-
ïîëÿöèîííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè ïî y íå âûøå ρ. Åñëè ìíîãî÷ëåíû Qi(x, y) =

=
2ρ∑

j=0

q̂ji(x)yj îáðàçóþò áàçèñ èäåàëà, òî âñå èñêîìûå èíòåðïîëÿöèîííûå ìíîãî÷ëå-

íû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû êàê

Q(x, y) =
ρ∑

j=0

yj

ρ∑

i=0

qji(x)pi(x) =
2ρ∑

i=0

Qi(x, y)Pi(x, y) =

=
∑

t

yt

2ρ∑

j=0

yj

2ρ∑

i=0

q̂ji(x)p̂ti(x) =

=




1
y
y2

. . . .
yρ

yρ+1

. . . .




T 


q0,0(x) . . . q0,ρ(x)
q1,0(x) . . . q1,ρ(x)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
qρ,0(x) . . . qρ,ρ(x)

0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .







p0(x)
p1(x)
. . . . .
pρ(x)


 = (7)

=




1
y
y2

. . .




T

B0︷ ︸︸ ︷ B1︷ ︸︸ ︷


q̂0,0(x) . . . q̂0,2ρ(x) 0 . . . 0 0 . . .
q̂1,0(x) . . . q̂1,2ρ(x) q̂0,0(x) . . . q̂0,2ρ(x) 0 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
q̂ρ,0(x) . . . q̂ρ,2ρ(x) q̂ρ−1,0(x) . . . q̂ρ−1,2ρ(x) q̂ρ−2,0(x) . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
q̂2ρ,0(x) . . . q̂2ρ,2ρ(x) q̂2ρ−1,0(x) . . . q̂2ρ−1,2ρ(x) q̂2ρ−2,0(x) . . .

0 . . . 0 q̂2ρ,0(x) . . . q̂2ρ,2ρ(x) q̂2ρ−1,0(x) . . .
0 . . . 0 0 . . . 0 q̂2ρ,0(x) . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .




︸ ︷︷ ︸
Q(x)




p̂00(x)
. . . . . . .
p̂0,2ρ(x)
p̂10(x)
. . . . . . .
p̂1,2ρ(x)
. . . . . . .




.

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ïåðåñå÷åíèå áåñêîíå÷íîìåðíîãî ìîäóëÿ, ïî-
ðîæäàåìîãî ìíîãî÷ëåíàìè ytQi(x, y), ñ ìîäóëåì ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè ïî y íå áî-
ëåå ρ. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, ïðèâåäÿ ïîëóáåñêîíå÷íóþ ìàòðèöó Q(x) ñ ýëåìåíòàìè
q̂ij(x) ê âåðõíåòðåóãîëüíîìó âèäó ñ ïîñëåäóþùèì îòáðàñûâàíèåì ñòðîê è ñòîëáöîâ
ñ íîìåðàìè, ïðåâîñõîäÿùèìè ρ. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò ìàòðè÷íûé ìíîãî÷ëåí ÿâëÿåòñÿ
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ñèëüíî ñòðóêòóðèðîâàííûì. Çàìåòèì, ÷òî åãî áëîêè Bi èäåíòè÷íû, à ïîòîìó äîñòà-
òî÷íî ïðèâåñòè èõ ê âåðõíåòðåóãîëüíîìó âèäó îäèí ðàç. Ïîñëå ýòîãî èç ïîëó÷èâ-
øåéñÿ áëî÷íîé ìàòðèöû ìîæíî óäàëèòü ñòîëáöû, ñîäåðæàùèå íåíóëåâûå ýëåìåíòû
â ñòðîêàõ ñ íîìåðàìè áîëåå ρ, òàê êàê ýòè ñòîëáöû íå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè
ïîñòðîåíèè ìíîãî÷ëåíîâ Q(x, y) ñ wdeg(0,1)Q(x, y) ≤ ρ. Èç ìíîãî÷ëåíîâ, ñîîòâåòñòâó-
þùèõ îñòàâøèìñÿ ñòîëáöàì, äîëæåí áûòü ñôîðìèðîâàí ëèíåéíî íåçàâèñèìûé íà-

áîð ìíîãî÷ëåíîâ, ÿâëÿþùèéñÿ áàçèñîì èñêîìîãî ìîäóëÿ. Ïóñòü R(x, y) =
t∑

i=0

yiri(x),

S(x, y) =
t∑

i=0

yisi(x) � äâà ìíîãî÷ëåíà (ñòîëáöà) èç îñòàâøåãîñÿ íàáîðà, èìåþùèõ

îäèíàêîâóþ ñòåïåíü ïî y. Ñ ïîìîùüþ ðàñøèðåííîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà ïîñòðîèì
òàêèå ìíîãî÷ëåíû u1(x), u2(x), v1(x), v2(x), ÷òî

rt(x)u1(x) + st(x)v1(x) = (rt(x), st(x)),
rt(x)u2(x) + st(x)v2(x) = 0.

Òîãäà ìíîãî÷ëåíû R(x, y) è S(x, y) ìîãóò áûòü çàìåíåíû íà R′(x, y) = R(x, y)u1(x)+
+S(x, y)v1(x) è S′(x, y) = R(x, y)u2(x) + S(x, y)v2(x), ïðè÷åì S′(x, y) èìååò ñòåïåíü
ïî y ñòðîãî ìåíüøå t. Ïîñëå íåñêîëüêèõ ïîäîáíûõ øàãîâ ôîðìèðóåòñÿ íàáîð ìíîãî-
÷ëåíîâ Qi(x, y), ÿâëÿþùèéñÿ áàçèñîì èñêîìîãî ìîäóëÿ. Çàìåòèì, ÷òî íå îáÿçàòåëüíî
âûïîëíÿòü ýòè äåéñòâèÿ äî òåõ ïîð, ïîêà âñå �ëèøíèå� ñòîëáöû íå îáðàòÿòñÿ â íóëü.
Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îñòàíîâà ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñòåïåíü îïðåäåëèòåëÿ êâàäðàò-
íîé ïîäìàòðèöû, ñîñòîÿùåé èç ïåðâûõ ρ+1 ñòîëáöîâ ìàòðèöû Q(x). Èç (2) ñëåäóåò,
÷òî ñòåïåíü îïðåäåëèòåëÿ ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà, ñîîòâåòñòâóþùåãî áàçèñó ìîäó-
ëÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ ìíîãî÷ëåíîâ, äîëæíà áûòü ðàâíà ÷èñëó óðàâíåíèé. Ñòåïåíü
îïðåäåëèòåëÿ âåðõíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöû ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïóòåì ñóììèðî-
âàíèÿ ñòåïåíåé ýëåìåíòîâ íà ãëàâíîé äèàãîíàëè.

Îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìîâ
Ãàóññà èëè Áóõáåðãåðà. Âû÷èñëåíèÿ ìîãóò áûòü óïðîùåíû, åñëè áëîêè ìàòðèöûQ(x)
áóäóò èçíà÷àëüíî èìåòü âåðõíåòðåóãîëüíóþ ôîðìó. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìíîãî÷ëå-
íû Q

(s)
j (x, y) ÿâëÿþòñÿ áàçèñàìè Ãð¼áíåðà èäåàëîâ Is îòíîñèòåëüíî ëåêñèêîãðàôè-

÷åñêîãî óïîðÿäî÷åíèÿ, òî îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ wdeg(0,1)Q
(s)
j (x, y) = j. Ýòî

ñâîéñòâî ñîõðàíÿåòñÿ è äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ, ïîëó÷åííûõ íà îñíîâå (4). Òàêèì îáðà-
çîì, åñëè áàçèñû èäåàëîâ èíòåðïîëÿöèîííûõ ìíîãî÷ëåíîâ äëÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ïîäìíîæåñòâ Vs áûëè ïîñòðîåíû îòíîñèòåëüíî ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî óïîðÿäî÷åíèÿ,
ìàòðèöà Q(x) áóäåò ñîñòîÿòü èç áëîêîâ, èìåþùèõ âåðõíåòðåóãîëüíóþ ôîðìó. Êðîìå
òîãî, äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ âû÷èñëåíèåì ìíîãî÷ëåíîâ

Qi(x, y) =
ρ∑

j=0

Q
(0)
i−j(x, y)Q(1)

j (x, y), i = 0, . . . , ρ, (8)

òàê êàê îñòàâøèåñÿ ìíîãî÷ëåíû íå âëèÿþò íà áàçèñ èñêîìîãî ìîäóëÿ.
Ïîñòðîåíèå áàçèñà ìîäóëÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ ìíîãî÷ëåíîâ â âèäå ñòîëáöîâ âåðõ-

íåòðåóãîëüíîé ìàòðèöû ýêâèâàëåíòíî íàõîæäåíèþ áàçèñà ñîîòâåòñòâóþùåãî èäåàëà
îòíîñèòåëüíî ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî óïîðÿäî÷åíèÿ. Íî àëãîðèòì Ãóðóñâàìè�Ñóäàíà
òðåáóåò íàõîæäåíèÿ ìíîãî÷ëåíà ìèíèìàëüíîé âçâåøåííîé ñòåïåíè, êîòîðûé ãàðàí-
òèðîâàííî ïðèñóòñòâóåò â áàçèñå Ãð¼áíåðà îòíîñèòåëüíî ãðàäóèðîâàííîãî ëåêñèêî-
ãðàôè÷åñêîãî óïîðÿäî÷åíèÿ. Ïðåîáðàçîâàíèå áàçèñà Ãð¼áíåðà íóëüìåðíîãî èäåàëà
îò îäíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ ê äðóãîìó ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî ñ ïîìîùüþ àëãîðèò-
ìîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â [15, 16]. Äëÿ äëèííûõ êîäîâ âîçìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàíèå
ìåòîäà, îïèñàííîãî â [17].
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Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì èíòåðïîëÿöèè âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñëåäóþ-
ùèå øàãè:
1. Ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà èíòåðïîëÿöèîííûõ òî÷åê íà íàáîð íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîä-

ìíîæåñòâ Vs.
2. Ïîñòðîåíèå áàçèñîâ ìîäóëåé èíòåðïîëÿöèîííûõ ìíîãî÷ëåíîâ, èìåþùèõ òî÷êè

èç Vs êîðíÿìè êðàòíîñòè r, îòíîñèòåëüíî ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî óïîðÿäî÷åíèÿ.
Äàííûé øàã ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ïàðàëëåëüíî äëÿ ðàçëè÷íûõ Vs. Îí ìîæåò áûòü
âûïîëíåí èëè ñ ïîìîùüþ èòåðàòèâíîãî èíòåðïîëÿöèîííîãî àëãîðèòìà, èëè ðå-
êóððåíòíî ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà.

3. Ïîñòðîåíèå áàçèñà èäåàëà-ïðîèçâåäåíèÿ ñîãëàñíî (8). Íà äàííîì ýòàïå âîçìîæíî
ïðèìåíåíèå áûñòðûõ àëãîðèòìîâ ñâåðòêè. Ïðè èõ ïîñòðîåíèè æåëàòåëüíî ó÷åñòü
íåðàâíîìåðíîñòü ñòåïåíåé ìíîãî÷ëåíîâ Q

(s)
i (x, y).

4. Êîððåêöèÿ ïîëó÷åííîãî áàçèñà èäåàëà ñ ó÷åòîì ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî óïîðÿäî-
÷åíèÿ.

5. Ïåðåõîä ê ãðàäóèðîâàííîìó ëåêñèêîãðàôè÷åñêîìó óïîðÿäî÷åíèþ ñ ïîìîùüþ àë-
ãîðèòìîâ èç [15, 16].

Äàííûé àëãîðèòì ìîæåò áûòü ñîâìåùåí ñ ìåòîäîì �ïåðåêîäèðîâàíèÿ�, ïðåäëîæåí-
íûì â [6]. Êðîìå òîãî, íåêîòîðîå ñíèæåíèå ñëîæíîñòè ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî çà ñ÷åò
èñïîëüçîâàíèÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû áàçèñîâ Ãð¼áíåðà îòíîñèòåëüíî ëåêñèêî-
ãðàôè÷åñêîãî óïîðÿäî÷åíèÿ.

§ 4. Îöåíêà ýôôåêòèâíîñòè

Ïîñòðîåíèå àíàëèòè÷åñêîé îöåíêè ñëîæíîñòè ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà îêàçûâàåò-
ñÿ âåñüìà ñëîæíîé çàäà÷åé. Îñíîâíûå òðóäíîñòè âîçíèêàþò ïðè îöåíêå ñëîæíîñòè
ïåðåìíîæåíèÿ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé áàçèñîâ èäåàëîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåìíîæà-
åìûå ìíîãî÷ëåíû îò òðåõ ïåðåìåííûõ èìåþò �âåðõíåòðåóãîëüíûé� âèä. Âñëåäñòâèå
ýòîãî ýëåìåíòàðíûå óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ îò ìåíüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ, èñ-
ïîëüçóåìûå â áûñòðûõ àëãîðèòìàõ ñâåðòêè, èìåþò ðàçëè÷íóþ ñëîæíîñòü. Êðîìå
òîãî, îöåíêà ñëîæíîñòåé àëãîðèòìîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ áàçèñà Ãð¼áíåðà [15, 16] îðè-
åíòèðîâàíà íà íàèõóäøèé ñëó÷àé.

Ââèäó âûøåîïèñàííûõ çàòðóäíåíèé îöåíêà ýôôåêòèâíîñòè ïðåäëîæåííîãî ìå-
òîäà áûëà ïðîèçâåäåíà ýêñïåðèìåíòàëüíî. Àëãîðèòì áûë ðåàëèçîâàí íà ÿçûêå C++
è áûëî çàìåðåíî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ðàçëè÷íûõ åãî ýòàïîâ. Ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäè-
ëèñü ñ ïîìîùüþ ÝÂÌ íà áàçå ïðîöåññîðà AMD Athlon 64 X2 2,2ÃÃö. Èõ ðåçóëüòàòû
ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñóììàðíîå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ðàç-
ëè÷íûõ ýòàïîâ ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà íåñêîëüêî ìåíüøå, ÷åì âðåìÿ âûïîëíåíèÿ
ñòàíäàðòíîãî èòåðàòèâíîãî èíòåðïîëÿöèîííîãî àëãîðèòìà [4] íà âñåì ìíîæåñòâå òî-
÷åê (ïîñëåäíèé ñòîëáåö). Âèäíî òàêæå, ÷òî îáùåå âðåìÿ, çàòðà÷èâàåìîå íà îïåðàöèè,
ñâÿçàííûå ñ îáúåäèíåíèåì ðåøåíèé èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîäçàäà÷ (âòîðîé è òðåòèé
ñòîëáöû), íàìíîãî ïðåâîñõîäèò âðåìÿ ðåøåíèÿ ñîáñòâåííî ýòèõ ïîäçàäà÷. Ýòî ñâè-
äåòåëüñòâóåò î íåîáõîäèìîñòè äàëüíåéøåãî óëó÷øåíèÿ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà.

Òàáëèöà
Âðåìÿ èíòåðïîëÿöèè â ñåêóíäàõ

Êîä
Ïîñòðîåíèå
áàçèñîâ

I(V0), I(V1)

Ïåðåìíîæåíèå
èäåàëîâ

Ïðèâåäåíèå
ìîäóëÿ ÈÈÀ íà V0 ∪ V1

(32,17) 0,045 0,068 0,1109 0,61
(32,20) 0,018 0,02 0,046 0,19
(256,239) 0,071 0,04 0,137 0,39

36



§ 5. Çàêëþ÷åíèå
Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè â àëãîðèòìå

Ãóðóñâàìè�Ñóäàíà. Ìåòîä îñíîâûâàåòñÿ íà ðàçáèåíèè èñõîäíîé çàäà÷è íà íåçàâè-
ñèìûå ïîäçàäà÷è ñ ïîñëåäóþùèì îáúåäèíåíèåì ðåçóëüòàòîâ èõ ðåøåíèÿ. Ïîêàçàíî,
÷òî ïîñëåäíåå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ïóòåì âû÷èñëåíèÿ áàçèñà ïðîèçâåäåíèÿ èäåà-
ëîâ èíòåðïîëÿöèîííûõ ìíîãî÷ëåíîâ, ïîñòðîåííûõ äëÿ îòäåëüíûõ ïîäìíîæåñòâ èí-
òåðïîëÿöèîííûõ òî÷åê. Ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ áàçèñà ïðîèçâåäåíèÿ íóëüìåð-
íûõ âçàèìíî ïðîñòûõ èäåàëîâ, òðåáóþùèé ìåíüøåãî ÷èñëà îïåðàöèé ïî ñðàâíåíèþ
ñî ñòàíäàðòíûì ïðàâèëîì.

Âñå ïðåäëîæåííûå àëãîðèòìû áûëè ðåàëèçîâàíû ïðîãðàììíî. ×èñëåííûå ýêñïå-
ðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðèìåíåíèå èõ ê çàäà÷å ñïèñî÷íîãî äåêîäèðîâàíèÿ ïîç-
âîëÿåò íåñêîëüêî ñíèçèòü âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü èíòåðïîëÿöèîííîãî øàãà àë-
ãîðèòìà Ãóðóñâàìè�Ñóäàíà. Îäíàêî íåîáõîäèìû äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ ñ öåëüþ
ñíèæåíèÿ ñëîæíîñòè ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà.

Ïðåäëîæåííûé â ñòàòüå ìåòîä áûë ïðåäñòàâëåí íà 10-é Ìåæäóíàðîäíîé êîíôå-
ðåíöèè �Àëãåáðàè÷åñêàÿ è êîìáèíàòîðíàÿ òåîðèÿ êîäèðîâàíèÿ� [18] è íà ñåìèíàðå
Èíñòèòóòà ïðîáëåì ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè èì. À.À. Õàðêåâè÷à ÐÀÍ (Ìîñêâà). Àâ-
òîð áëàãîäàðèò îðãàíèçàòîðîâ è ó÷àñòíèêîâ êîíôåðåíöèè è ñåìèíàðà. Êðîìå òîãî,
àâòîð áëàãîäàðèò ïðîô. À.È. Ãåíåðàëîâà (Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò) çà ïëîäîòâîðíîå îáñóæäåíèå òåîðåìû 2.
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